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摘 � � � 要: 研究含误差的螺旋锥齿轮齿面接触分析中初值的选择与确定问题,基于几何等量关系, 计算出

离初始啮合点 P 较近的一点 P�,计算 P�的过程不涉及两个齿面在安装坐标系下的旋转等操作, 相比直接计

算 P 所求解的方程简单,然后用迭代法计算出初始啮合点 P. 计算实例表明新方法对于迭代初值的敏感性下

降, 对迭代初值要求降低,提高了误差齿面接触分析( ETCA)的计算稳定性与效率, 该方法使得 ETCA 的算法

更加的实用、计算中初值的选取更加简单.
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Abstract: T he init ial select ion and determination in erro r to oth contact analysis ( ETCA)

of spiral bevel gear w ere invest ig ated. Based on the geometric equiv alent relationship, the

point P� which is clo ser to the init ial mesh�point P was calculated. The pro cess of calculating

P� wasn� t inv olved w ith the r otat ing operat ion of tw o tooth surface equat ions in the installa�
t ion coordinate system ; as compar ed to the equation of direct ly solving point P, the new al�
go rithm w as simple, then iterat iv e method w as used to calculate the init ial mesh�point P.
T he calculat ion examples show that the new alg orithm can reduce the sensit iv ity of the init ial

value, and improve the stability and ef f iciency of ET CA , thus making the algorithm o f

ET CA more suitable and the select ion o f init ial value mor e simpler.
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� � 含误差的螺旋锥齿轮齿面接触分析是传统齿

面接触分析的一种发展, 由于考虑了机床的运动

误差与安装时的误差, 使得转换矩阵更加复杂, 最

终导致其齿面方程与啮合方程更为复杂
[ 1�4]

.齿面

接触分析( T CA )与误差齿面接触分析( ETCA)数

值分析与求解算法都使用迭代法,迭代法对初值

选择十分敏感,所以齿面接触分析和含误差的齿

面接触分析中初始点的选取十分重要.

齿面接触分析是螺旋锥齿轮设计的重要方法

和手段.实际齿面的生成与机床运动轴运动几何

误差是相关的, 传统的 TCA 不包含机床各轴的

运动误差, 为了更好使计算机得出的 TCA 结果
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符合实际的滚齿结果, 考虑齿轮机床的几何运动

误差以及安装误差是十分必要的.文献[ 2, 4]研究

包含齿轮副安装误差的分析模型,研究了包含齿

面误差的 TCA 算法,并提出了 ETCA 算法
[ 3]
, 分

析了调整参数误差对齿面接触的影响、进行了安

装误差容差性的研究 [ 1, 3�4] , 由于误差的引入使得

计算模型变得复杂, ET CA 与 T CA 数值计算使

用的都是迭代法[ 5�6] ,快速准确的选择迭代的初始

值是计算成败的重要因素, 这方面的可见文献不

多,国外学者 Litvin等对此进行了研究
[ 7]
, 其主要

是在齿面上构建一组离散的网格数据点, 然后根

据离散数据去估计满足初始啮合条件的未知参数

值,然后进行迭代求解,国内学者也采用了类似的

方法
[ 8]
.这一方法没有脱离人为估计参数的范畴,

仅仅是确定了一个估计参数的范围. 本文将给出

ET CA 初始点确定的一种新方法,使 ETCA 迭代

算法的初始值的给定更加合理、计算效率更加高.

1 � 含误差齿面接触分析初始点选择

� � 为把含误差齿面接触分析的初始点选择原理

与方法表达清楚, 本节前两小节基于文献[ 1�4] ,
对含误差的齿面方程建立算法、含误差齿面接触

分析算法进行归纳表述.

1. 1 � 含误差的齿面方程建立算法

� � 利用多体动力学系统理论对复杂的机械系统

进行建模,已经在三轴、五轴加工中心的误差补偿

中得到了广泛的、成功的应用[ 9�10] . 本文五轴联动

螺旋锥齿轮磨齿机床为研究对象,利用多体动力

学系统误差建模理论建立该机床几何误差模型.

根据多体系统几何误差分析模型,建立五轴联动

螺旋锥齿轮磨齿机几何误差模型,基于几何误差

模型,可由坐标变换矩阵构建含有误差的齿面. 其

具体的建立过程参考文献[ 10�11]有详细描述, 这

里不再赘述.

根据上述理论, 以一套准双曲线锥齿轮小轮

刀倾( HFT)加工方法的齿轮为例, 建立小轮多体

系统加工误差模型刀具旋转,则刀刃形成圆锥面,

内外刀刃同时对应两个圆锥面,以刀具旋转中心

为原点建立坐标系 Sc ( x c, y c , z c ) , 以机床中心为

原点建立坐标系 S0 ( x 0 , y0 , z 0 ) , 以轮坯旋转中心

为原点建立坐标系 Sp ( x p , y p , z p ) .则刀盘中间切

削点 M 处的齿面方程为 R c, 法矢为 Nc , 切矢

为 Tc.

在刀具分支中,切削面方程 Rc 相对于惯性系

G 的表达式为

RcG = Mcg � Rc ( 1)

NcG = Mcg � Nc ( 2)

TcG = Mcg � Tc ( 3)

其中Mcg为切削面刀惯性坐标系的转换矩阵, Mgb

为惯性坐标系到轮坯坐标系的转换矩阵. 则含有

误差的齿轮面方程为

Rs = Mgb � RcG ( 4)

Ns = Mgb � NcG ( 5)

Ts = Mgb � TcG ( 6)

图 1 � 小轮加工示意图

Fig. 1� Diagr am of pinion pro cessing

� � 根据文献[ 5, 9]以及啮合原理即可求出大小

轮含有加工误差的齿面方程,小轮的加工过程中,

应满足啮合原理 N � V = 0可求出齿面参数即

s1 = s1( �q1 , �1) ( 7)

式(7)代入齿面方程, 可以化简齿面方程, 减少方

程中位置参数的个数.

同理,建立大轮齿面方程,因为大轮使用成形

法加工
[ 6]
,其齿面方程比较简单,参数方程的参数

只有 s2 和 �2 .

Rb = Rb(�2 , s2) ( 8)

得到大小轮对应的齿面、法线、切线方程 Rb , Nb ,

Tb , Rs, Ns, Ts 变为 s2 , �2 , �q1 , �1 的函数.

1. 2 � 含误差齿面接触分析

� � 把加工好的大小齿轮按照设计要求装配在一

起,即按照设计的轴交角 �、安装距 E, 以及 V/ H

值进行安装检验. H 是小轮安装距改变量, J 是

大轮的安装距改变量, V 是小轮偏置距的改变量.
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考虑齿轮安装误差,如图 2所示.

图 2 � 齿轮安装示意图

F ig . 2 � Diag ram of g ear installation

设在此安装条件下, 当大轮绕 p 2 轴旋转 �2

角,小轮绕 p 1 旋转 �1 角, 大轮上的 M 点就会和

小轮上的M 点共轭接触. 由回转矢量的变换公

式
[ 12]

,得到在接触位置小轮和大轮的齿面方程、

法矢和切矢 R1 , R2 , N1 , N2 , T1 . 根据齿面啮合原

理
[ 6]
R1 , R2 , N1 , N2 , T1 , T2 应满足

R1 - R2 = 0

(N1 � T1) � T2 = 0

T1 �N2 = 0

( 9)

� � 根据公式( 9) , 可以得到求出 �2 和 �1 . 从而

R1 , N1 , T1 , R2 , N2 , T2 变为 s2 , �2 , �q1 , �1 的函数.

接触点的理论传动比为

i( t) =
(p2 , R2 , N2 )
(p1 , R1 , N1 )

=
( p2 , Rb , Nb )
(p1 , Rs , Ns)

(10)

� � 在给定的一组齿面参数 s2 , �2 , �q1 , �1 之后,

可以求出接触位置的矢量 Rs 和 Rb ,则两交叉点

位置 O2O1 为

O1O2 = Rs- Rb ( 11)

� � 另外设小轮的安装距改变量是 H ,大轮的安

装距的改变是 J ,小轮的偏置距是 V ,则可得出 V

和H 值的计算公式如下:

H = -
O1O2 , p2 , j

sin �

V = - E+ O1O2 � j

J = -
O1O2 , p1 , j

sin �

(12)

� � 在后面的计算中, 需要使用 H + �H , V + �V

和 J + �J 来代替 H , V 和 J , 从而使 ETCA 中考

虑安装误差.

1. 3 � TCA和 ETCA的计算和初始点的选择

� � 在 T CA 的计算中, 首先要在大轮的齿面上

给定一点,作为 TCA 的起始点.国外学者 Litvin

认为其齿面的初始点啮合点在齿面中点附近 [ 7] ,

国内学者认同这一理论.

L itvin在文献[ 7]中, 讨论了初始点选择的方

法,其通过对齿面划分网格,通过分别计算所有网

格点对应处的矢量 R1 , R2 , �1 和 �1 等, 来计算齿

面初始啮合点的值,这种方法的计算量大效率低.

T CA 数值计算中,一般取不改变大轮安装值

情况下齿轮副的啮合轨迹通过的那一点来确定大

轮初始点,在大轮给定一点,确定这一点到大轮轴

线的距离为半径 r 2 和这一点在大轮轴线上的投

影点到交叉点的距离 L 2 ,使用迭代法就可以求出

与之对应的大轮参数 s2 和 �2 .式(13)中, r 02和 L 02

是根据几何关系求出, 而 r2和 L 2 是根据齿面方

程推导得出的[ 6] .

r2 = r 02

L 2 = L02

(13)

� � 再用迭代法求取满足条件的小轮对应点的齿

面参数 �q1 , �1 .小轮参数应满足

J = 0

i ( t ) =
z 2
z 1

(14)

得到一组数据A0( s2 , �2 , �q1 , �1) ,然后改变 s2 , �2 ,

�q1 , �1 中的任意一个,代入啮合方程使用迭代法

就可以求出一系列的点, 从而拟合出传递误差曲

线和啮合轨迹.其计算流程如图 3所示.

T CA 计算的初值都是人为给定的, 然后利用

迭代法求出一组数据 A0 ( s2 , �2 , �q1 , �1 ) , 利用 A0

进行求解.迭代法是否能够得到解同其所求方程

的复杂程度有很大关系[ 4, 13]
, 螺旋锥齿轮的齿面

方程的显示表达式十分复杂, 以前只能使用微分

方程来表示,所以求解这一非线性方程,初始点的

选取十分重要.

在齿面接触分析的算法中, 需要确定两组初

值,就是如图 4中开始部分的两个反求参数的流

程,分别需要人为给定大轮初始点的初值和小轮

初始点初值,分别满足式(13)和(14) .

对 ET CA 来讲, 其初始点的选择比 T CA 的

更加困难,主要原因有以下几点:

1) ET CA 考虑了机床的运动误差, 计算齿面

方程的转换矩阵更加复杂, 最终导致其齿面方程

复杂;

2) ET CA 考虑了安装误差, 相比 T CA, 其初

始点会发生偏移;

3) ET CA 因为考虑了众多的误差, 可能会导

致其齿面啮合过程中出现齿面法矢并不相等, 而

是近似相等的状况,从而使数学求解上失败.
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图 3� 齿面接触分析流程图

F ig . 3 � Flow char t of TCA

图 4� 齿面接触分析数值求解流程图

F ig . 4� So lv ing flow char t of TCA

� � 由于大轮初始点满足的是一个符合几何关系

的表达式,其解肯定存在,所以使用迭代法可以很

快求出,其初值点给定比较容易; 而式( 14) , 由于

涉及矢量旋转,其表达式更加复杂,且其是关于两

个齿面的关系式, 所以其初值确定比较困难.本文

主要针对小轮初始点初值进行改进, 并提出一个

新的计算方法.

1. 4 � 初始点的选择的新方法

� � 螺旋锥齿轮的齿面接触分析中可以通过 V

和H 的值来调整接触区的位置,使接触区分别位

于大轮齿面大端、中间和小端.而齿面接触分析的

计算中是通过初始点来确定 V 和 H 的值从而达

到控制接触区的目的.

由于 V 和H 的值一般很小, 这里假设 V 和

H 为 0.对于大轮和小轮初始点 P 2 和 P 1 ,若其在

齿面投影为 P ,则 P 点到轴交点的距离在X 轴和

Z 轴的投影分别对应(参看图 5) .

r1 = L 2 , � � L 1 = r2 (15)
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可以利用式(15)来求出小轮初始点 P1 的位置.由

于 V 和 H 值很小, P1 点距离满足公式(14)的点应

该很接近.所以可以利用几何关系来求出小轮初始

点初值,然后进一步求出满足啮合条件的初始点.

图 5� 齿轮啮合点示意图

F ig. 5� F igur e of g ear meshing

根据前面分析, 本文的 TCA 与 ET CA 初始

点选择的方法基于以下观点:

1) TCA和ETCA中其 V 和 H 调整值比较小;

2) V 和H 调整值小的时候,其啮合过程中初

始点在大小轮齿面上的投影近似满足关系式(15);

3) 在计算中, 利用几何方法计算出离初始啮

合点 P 很近的一点 P�, 由于迭代法的特殊性, 可

以很快地根据公式(14)计算得到 P;

4) 计算 P�的过程不涉及两个齿面在安装坐

标系下的旋转等操作, 相比直接计算 P 更加简

单,所求解的方程也简单,给计算带来方便.

2 � 计算分析

� � 上节讨论了初始点选择的方法, 为了验证方

法的实用性, 本文以准双曲线锥齿轮小轮刀倾法

( HFT)加工调整卡为例, 通过对小轮初始点的计

算,来分析初始点新算法同原来算法的比较.如表

1和表 2给出了机床加工齿轮的几何参数和机床

调整参数.

为了验证本文提出方法的有效性, 本文利用

大范围求解来验证算法的有效性. �q1 的值从- 1

到 4, 步长为 0. 3; �1 的值从 1到 4,步长为 0. 1. 由

于新方法需要先利用几何关系求解所以其有两个

步骤(即两个求解环节) ,表 3和表 4是无误差和

有误差( ET CA )的情况下的结果.同时表中也给

出了在定点( 0, 3)处计算时间.

通过表 3和表 4的结果,可以看出,本文方案

的初始点求解对于原来的方法要好, 综合判断, 并

研究大范围搜索后的数据可以得出以下结论:

1) 在本文的方法中,只要步骤 1能够得到正

确解,则步骤 2 就能求解, 使得 ETCA 中的求解

表 1 � 齿轮的几何参数

Table 1� Design data

参数 数值

齿数 6

轴交角/ (�) 90

中点螺旋角/ (�) 35

旋向 左旋

偏置距/ mm 35

外锥距/ mm 208. 4

齿面宽/ mm 67. 46

全齿高/ mm 16. 98

顶隙/ mm 2. 11

齿顶高/ mm 13. 39

齿根高/ mm 3. 59

节锥角/ (�) 10. 083 33

根锥角/ (�) 9. 63333

面锥角/ (�) 15. 716667

表 2� 小轮加工机床调整参数

Table 2� Pinion machine�tool setting

参数 凹 凸

刀盘压力角/ (�) 20 25

刀盘中点直径/ mm 285. 52 328. 94

轮坯安装角/ (�) - 2 - 3. 983 333

刀盘安装偏心角/ (�) 81. 9 102. 133 33

刀盘安装摇台角/ (�) 112. 12 104. 933 33

刀转角/ (�) - 115. 65 - 126. 11667

刀倾转角/ (�) 46. 55 53. 516667

水平轮位/ mm - 7. 98 9. 76

床位/ mm 17. 08 22. 61

垂直轮位 E2 / mm 29. 12 42. 62

滚比 R2 6. 33912 7. 26721

表 3 � TCA的初始点计算统计结果

Table 3 � Calculation results of ETCA initial point

结果 原来方案
改进方案

步骤 1 步骤 2

正确解 200 397 397

错误解 0 0 0

求解失败 49 0 9

迭代上限 278 130 121

点( 0, 3)处计算时间/ s 0. 952 0. 388 0. 754
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表 4 � ETCA 的初始点计算统计结果

Table 4 � Calculation results of ETCA initial point

结果 原来方案
改进方案

步骤 1 步骤 2

正确解 124 380 380

错误解 55 0 44

求解失败 101 0 57

迭代上限 247 147 46

点( 0, 3)处计算时间/ s 1. 715 0. 699 1. 367

初始点的难度降低,使复杂的问题简单化.

2) 本文方法对于迭代初值的敏感性下降, 对

迭代初值要求降低,减少了计算中的调试时间, 可

以为算法的封装和软件化提供方便, 通过改变和

设置迭代计算中的次数,可以获得更好的效果, 使

新方法对初值的敏感性进一步降低.

3) 计算时间方面, ET CA 的计算时间要比

T CA 长,本文方法中步骤 2 是根据公式 ( 14) 计

算,该方法的计算时间比原来更短.

3 � 结 � 论

� � 1) 给出了 TCA和 ETCA的基本流程,分析了

现有 TCA 和ETCA算法中初值选择方法的不足.

2) 给出一种基于几何的 ETCA 算法中初值

的确定方法, 该算法可以快速计算出 T CA 和

ET CA 的迭代初值, 减小了计算量.

3) 本文的初值选择方法适应性比原方法好,

大大提高算法的计算效率.

4) 论文工作为 ET CA 初始点的选择提供了

理论参考与指导, 为实现面向装配误差、制造误差

的螺旋锥齿轮数字化设计与制造提供了条件.

5) 对于加载的齿面接触分析( LT CA ) , 受载

变形齿面从偏离理论齿面的角度分析, 可以看成

是有误差的齿面,所以本文的初始点选择方法对

LT CA 初始点选择而言, 原理上是适用的, 在未

来工作中将做进一步深入研究.
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